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АРИФМЕТИКА 
 

Признаки делимости 

Признаки делимости на 10, 5 и 2 

Признак делимости на 10: "На 10 делятся все те натуральные числа, 

запись которых оканчивается цифрой 0; если запись числа оканчивается 

любой другой цифрой, то число не делится на 10". 

Другими словами, на 10 делятся те, и только те числа, которые 

оканчиваются цифрой 0. 

Признак делимости на 5: "На 5 делятся все те натуральные числа, 

запись которых оканчивается цифрой 0 или цифрой 5; если запись числа 

оканчивается любой другой цифрой, то число не делится на 5". 

Другими словами, на 5 делятся те, и только те числа, которые 

оканчиваются цифрой 0 или цифрой 5. 

Признак делимости на 2: "На 2 делятся те, и только те числа, которые 

оканчиваются четной цифрой, т. е. на 0, 2, 4, 6, 8". 

Другими словами, на 2 делятся те, и только те числа, которые 

оканчиваются четной цифрой. 

Признак делимости на 4 и на 25 

На 4 (или на 25) делятся те, и только те числа, которые оканчиваются 

двумя нулями или у которых две последние цифры образуют число, 

делящееся на 4 (или на 25). 

Признак делимости на 8 и на 125 

На 8 (или на 125) делятся те, и только те числа, которые оканчиваются 

тремя нулями или у которых три последние цифры образуют число, 

делящееся на 8 (или на 125). 

 

Признак делимости на 3 и на 9 

На 3 (или на 9) делятся те, и только те числа, сумма цифр которых 

делится на 3 (или на 9). 

 

Признак делимости на 7, 11 и 13 

Если разность, полученная от вычитания числа, образованного тремя 

последними цифрами данного числа, из числа, образованного всеми 

остальными цифрами (или наоборот), равна 0 или делится на 7, или на 11, 

или на 13, то все данное число делится на 7, или на 11, или на 13. 

 

Теорема о делимости данного числа на произведение двух взаимно 

простых чисел 

Если данное число делится на каждое из двух взаимно простых 

чисел, то оно делится и на их произведение1. 

                                                 
1 Примечание. Надо заметить, что эта теорема верна только тогда, когда делители - числа взаимно 

простые. Если же делители - числа не взаимно простые, то данное число хотя и будет делится порознь на 

каждый делитель, но на их произведение может и не делится. 
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На основании этой теоремы можно установить признак делимости на 

число, которое может быть представлено в виде произведения двух взаимно 

простых чисел. 

1. Чтобы данное число делилось на 6, необходимо и достаточно, 

чтобы оно делилось на 2 и на 3. 

2. Чтобы данное число делилось на 15, необходимо и достаточно, 

чтобы оно делилось на 3 и на 5. 

Аналогично можно установить признаки делимости на 18, на 22, на 24 

и т. д. 

Пример 1. Найдите все пятизначные числа вида yx534 , каждое из 

которых делится на 36. 

Решение 

36 можно представить в виде произведения двух множителей, признаки 

делимости, на каждый из которых известны. Так, 4936 = . Значит, на 36 

будут делиться те, и только те числа, которые одновременно делятся и на 9, и 

на 4. 

 

Признак делимости на 9: "На 9 делятся те и только те числа, сумма 

цифр которых делится на 9. Если сумма цифр числа не делится на 9, тогда 

оно не делится на 9". 

 

Признак делимости на 4: "На 4 делятся те, и только те числа, которые 

оканчиваются двумя нулями или у которых две последние цифры образуют 

число, делящееся на 4". 

 

Надо заметить, что значения цифр x и y могут быть следующие: 0, 1, 2, 

3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Сумма цифр данного числа равна: 3 + 4 + x + 5 + y = 12 + x + y . 

Данное число не может оканчиваться двумя нулями, поскольку 

предпоследняя цифра числа равна 5, значит, применим вторую часть 

признака делимости на 4: "... две последние цифры должны выражать число, 

делящееся на 4. 

Две последние цифры данного числа образуют двузначное число: y5 . 

Оно делится на 4 только при двух значениях y: 2, 6. 

При y = 2, сумма цифр числа станет равна: 12 + x + y = 12 + x + 2 = 14 + 

x. 

Полученная сумма будет делится на 9 при одном значении x, равном 4 

(тогда получим сумму 18). При всех других значениях x эта сумма не делится 

на 9. 

Находим первое число, удовлетворяющее условию задачи: 34452. 

                                                                                                                                                             
Например, число 840 делится на 120, и на 140; на произведение же 140120  , очевидно, число 840 не 

разделится. 
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В самом деле, сумма цифр этого числа равна 18 - делится на 9, 

последние две цифры образуют двузначное число 52, которое делится на 4, 

наконец, проверим делением. При делении числа 34452 на 36 получим 957. 

 

При y = 6, сумма цифр числа станет равна: 12 + x + y = 12 + x + 6 = 18 + 

x. 

Эта сумма делится на 9 при следующих значениях x: 0 и 9. 

Находим еще два числа, удовлетворяющие условию задачи: 34056 и 

34956. 

Проверка. При делении 34056 на 36 получим 946, а при делении 34956 

получим 971. 

 

ОТВЕТ: 34452, 34056, 34956. 

 

Пример 2. Найдите все пятизначные числа вида yx171 , каждое из 

которых делится на 45. 

Решение 

Чтобы число делилось на 45, необходимо и достаточно, чтобы оно 

делилось на 9 и на 5. 

Признак делимости на 9: "На 9 делятся те и только те числа, сумма 

цифр которых делится на 9. Если сумма цифр числа не делится на 9, тогда 

оно не делится на 9". 

Признак делимости на 5: "На 5 делятся те и только те числа, которые 

оканчиваются либо цифрой 0, либо цифрой 5". 

 

Рассмотрим два случая 

1-й случай, когда число оканчивается цифрой 0, тогда y = 0. 

Чтобы число делилось на 9, его сумма цифр, которая равна 7 + 1 + x + 1 

+ 0 = 

= x + 9. 

x может равняться либо 0, либо 9, чтобы полученная сумма делилась на 

9. 

В результате получаем два искомых числа: 71010 и 71910. 

 

2-й случай, когда число оканчивается цифрой 5, тогда y = 5. 

Сумма цифр числа, в этом случае, равна: 7 + 1 + x + 1 + 5 = x + 14. 

Чтобы сумма делилась на 9, x = 4. 

Получим еще одно искомое число: 71415. 

Ответ: 71010, 71910, 71415. 

 

Пример 3. Найдите все пятизначные числа вида xy135 , каждое из 

которых делится на 45. 
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Решение 

Чтобы число делилось на 45, необходимо и достаточно, чтобы оно 

делилось на 9 и на 5. 

Признак делимости на 9: "На 9 делятся те и только те числа, сумма 

цифр которых делится на 9. Если сумма цифр числа не делится на 9, тогда 

оно не делится на 9". 

Признак делимости на 5: "На 5 делятся те и только те числа, которые 

оканчиваются либо цифрой 0, либо цифрой 5". 

 

Рассмотрим два случая 

 

1-й случай, когда число оканчивается цифрой 0, тогда y = 0. 

Чтобы число делилось на 9, его сумма цифр, которая равна 1 + 3 + 5 + x 

= 

= x + 9. 

x может равняться либо 0, либо 9, чтобы полученная сумма делилась на 

9. 

В результате получаем два искомых числа: 13500 и 13590. 

 

2-й случай, когда число оканчивается цифрой 5, тогда y = 5. 

 

Сумма цифр числа, в этом случае, равна: 1 + 3 + 5 + x + 5 = x + 14. 

Чтобы сумма делилась на 9, x = 4. 

 

Получим еще одно искомое число: 13545. 

 

Ответ: 13500, 13590, 13545. 

 

Пример 4. Найдите все пятизначные числа вида xy517 , каждое из 

которых делится на 6 и на 9. 

 

Решение 

На 6 будут делится все те числа, которые делятся на 3 и на 2. 

 

Признак делимости на 3: "На 3 делятся те и только те числа, сумма 

цифр которых делится на 3". 

 

Признак делимости на 2: "На 2 делятся те и только те числа, которые 

оканчиваются четной цифрой или нулем, т. е. на 0, 2, 4, 6, 8". 

 

Признак делимости на 9: "На 9 делятся те и только те числа, сумма 

цифр которых делится на 9". 

 

Таким образом, если число делится на 9, тогда оно и подавно будет 

делится на 3. 
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Чтобы число делилось на 6 и на 9, необходимо и достаточно, чтобы его 

сумма цифр делилась на 9 и оно оканчивалось четной цифрой. 

 

Сумма цифр числа xy517  равна 5 + 1 + 7 + x + y = x + y + 13. 

 

Рассмотрим несколько случаев: 

 

1) если y = 0, тогда сумма цифр равна x + 13 и она будет делиться на 9, 

если x будет равен 5, искомое число: 51750; 

2) если y = 2, тогда сумма цифр равна x + 15 и она будет делиться на 9, 

если x будет равен 3, искомое число: 51732; 

3) если y = 4, тогда сумма цифр равна x + 17 и она будет делиться на 9, 

если x будет равен 1, искомое число: 51714; 

4) если y = 6, тогда сумма цифр равна x + 19 и она будет делиться на 9, 

если x будет равен 8, искомое число: 51786; 

5) если y = 8, тогда сумма цифр равна x + 21 и она будет делиться на 9, 

если x будет равен 6, искомое число: 51768. 

 

Ответ: 51750, 51732, 51714, 51786, 51768. 

 

Деление. Деление с остатком 

Определение деления 

 

Разделить число a на число b - значит найти такое новое число, на 

которое надо умножить b, чтобы получить a. 

 

Отсюда вытекает следующее определение действия: делением 

называется такое арифметическое действие, посредством которого по 

данному произведению двух чисел и одному из них (известному 

множителю) находят другое число (неизвестный множитель). 

 

При делении данное произведение называется делимым, данный 

сомножитель - делителем, а искомый сомножитель - частным. 

Отсюда ясно, что деление есть действие, обратное умножению. 

 

Деление числа a на число b можно записать двумя способами: 

1) qba =:  или 2) q
b

a
= , причем каждое из этих равенств означает, что 

при делении числа a на число b в частном получается натуральное число q. 

Деление с остатком 

 

При требовании, чтобы частное было целым числом, деление числа a 

на число b возможно не всегда. 
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Например, при нельзя разделить 23 на 4, потому что нет такого целого 

числа, на которое можно было бы умножить 4 и получить произведение, 

равное 23. 

Но можно указать наибольшее целое число, при умножении которого 

на 4, получается целое число наиболее близкое к 23. Таким числом является 

5. При умножении 5 на 4 получим 20.  

Разность между делимым  23 и 20 равна 3 - называется остатком от 

деления. 

Само же деление в таких случаях называется делением с остатком. 

Случай, когда в частном получается целое число и никакого остатка не 

будет, называется делением без остатка или делением нацело, частное же 

называется полным частным или просто частным. 

Если при делении числа a на число b получается неполное частное q и 

остаток r, то записывается это так. 

)(: rостатокqba = , или )( rостатокq
b

a
= . 

При делении с остатком неполным частным называется 

наибольшее число, которое при умножении на делитель дает 

произведение, не превосходящее делимое. Разность между делимым и 

этим произведением называется остатком. 

Отсюда следует, что остаток при делении должен быть всегда 

меньше делителя, так как если бы остаток был равен делителю или был бы 

больше его, то частное тогда не было бы наибольшим из возможных чисел. 

Если остаток вычесть из делимого, то полученная разность (a - r) разделится 

на данный делитель b без остатка, причем в частном по-прежнему получится 

число q. 

По смыслу деления разность qbra =− . 

Отсюда: rqba +=  (по смыслу деления). 

Последнее равенство показывает, что в случае деления с остатком 

делимое равно делителю, умноженному на частное, плюс остаток. 

Примечание. В дальнейшем, выражение: одно число делится на 

другое без остатка (нацело) - заменим выражением: одно число делится на 

другое. 

Число a в этом случае называется кратным числу b. 

 

Общее определение деления натуральных чисел 

 

В множестве натуральных чисел делению без остатка и делению с 

остатком можно дать следующее определение: 

Разделить число a на число b - значит найти такие два числа q 

(частное) и r (остаток), которые удовлетворяли бы соотношениям: 

brиrbqa += . 

Из равенства rbqa +=  следует, что  
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rbbbba

слагаемыхq

+++++=
  

... . 

Так как r < b, то частное q показывает, какое наибольшее число раз 

делитель содержится в делимом. Если делитель b не равен нулю, то 

действие деление всегда возможно и всегда дает единственный 

результат. 

 

Теорема о делении на данное число делимого, делителя и остатка 

 

1. Если при делении с остатком делимое и делитель делятся на 

какое-нибудь число, то и остаток делится на это же число. 

2. Если остаток при делении и делитель делятся на какое-нибудь 

число, то и делимое делится на то же число. 

 

Наибольший общий делитель нескольких чисел 

 

Общим делителем данных чисел называется число, на которое 

делятся все данные числа. 

Наибольшим общим делителем данных чисел называется 

наибольший из их общих делителей. 

Наибольший общий делитель (N) чисел a, b, …, e обозначается 

символом  

(a; b; …; e) = N. 

Для сокращения вместо выражения "наибольший общий делитель" 

часто пишут только начальные буквы этих слов НОД. 

Пример: НОД (35; 25) = 5. 

 

Взаимно простые числа 

 

Взаимно простыми числами называются те числа, наибольший 

общий делитель которых есть единица. 

Если НОД (a; b; c; …) = 1, то числа a, b, c, … - взаимно простые. 

Если каждое из чисел a, b, c, … оказывается взаимно простым с 

каждым другим из них, то числа a, b, c, … называются попарно простыми. 

Очевидно, что в случае двух чисел понятия "взаимно простые" и "попарно 

простые" совпадают. 

 

Пример 1. Числа 29, 53, 100, 104 - взаимно простые, так как, кроме 1, 

они не имеют никакого общего делителя НОД (29; 53; 100; 104) = 1. 

Пример 2. Числа 24, 17, 11 не только взаимно простые, но и попарно 

простые; действительно, НОД (24; 17) = НОД (24; 11) = НОД (17; 11) = 1. 

 

Теоремы, на которых основано нахождение наибольшего общего 

делителя 
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1. Случай, когда два числа делятся одно на другое 

 

Теорема. Если одно из двух данных чисел делится на другое, то 

меньшее из них есть их наибольший общий делитель. 

 

2. Случай, когда два числа не делятся одно на другое 

 

Теорема. Если большее из двух данных чисел не делится на 

меньшее, то их наибольшим общим делителем будет наибольший общий 

делитель меньшего числа и остатка от деления большего числа на 

меньшее. 

 

Даны числа: 8084 и 1504;  

 

 

 

 

 

Если оба слагаемых делятся на 188, тол и сумма 8084 делится на это же 

число. И это число есть наибольший общий делитель чисел 8084 и 1504. Если 

бы эти числа имели общий делитель больший 188, то он был бы делителем и 

564, а для 564 и 1504 делитель 188 является наибольшим: 8084 : 188 = 43; 

1504 : 188 = 8. 

 

Алгоритм Евклида 

 

Под алгоритмом будем понимать последовательность правил, 

строго следуя которым можно решить ту или иную задачу. 

Задача будет считаться решенной, если для ее решения установлен 

определенный алгоритм. 

Алгоритм Евклида служит для отыскания наибольшего общего 

делителя двух чисел способом последовательного деления. 

 

Пусть a и b - натуральные числа, причем a > b и a не делится на b. 

Допустим, что: 

1) 1111 ),(: rbqaотсюдаrостатокqba +== , 

2) 221222 ),(: rqrbотсюдаrостатокqrb +== , 

3) 33213321 ),(: rqrrотсюдаrостатокqrr +== , 

4) 44324432 ),(: rqrrотсюдаrостатокqrr +== , 

……………………………………………………………………. 

n) nnnnnnnn rqrrотсюдаrостатокqrr +== −−−− 1212 ),(: , 

n + 1) 11111 ),0(: +−++− === nnnnnnn qrrотсюдаrостатокqrr . 

Ряд равенств:  
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11 rbqa += , 221 rqrb += , 
3321 rqrr += , 

4432 rqrr += , …, 
nnnn rqrr += −− 12
, 

11 +− = nnn qrr , выражающих зависимость между делимым, делителем, частным 

и остатком при последовательном делении большего числа на меньшее, 

меньшего на первый остаток, первого остатка на второй остаток и т. д., 

известен под названием  алгоритма Евклида. 

 

Рассматриваемый ряд равенств конечен. В самом деле, по смыслу 

деления ряд остатков (следовательно, и ряд делителей) 

11321 ,,...,,,, +− nnn rrrrrr  есть ряд убывающих целых чисел, который 

обязательно должен закончиться некоторым остатком 01 =+nr , вследствие 

того, что число возможных остатков конечно, так как оно не может быть 

больше числа b. Итак, каковы бы ни были числа a и b, в результате 

последовательного деления большего числа на меньшее, меньшего на первый 

остаток, первого остатка на второй остаток и т. д., мы обязательно получим 

некоторый остаток 
nr , на который предыдущий остаток 

1−nr  разделится без 

остатка, и, следовательно, число 
nr  будет последним, не равным нулю 

остатком, а значит, т последним делителем. Таким образом, возможность 

дальнейшего деления отпадает. 

 

Пример. Найти НОД чисел 852 и 192. 

 

Решение 

 

1. Делим большее число на меньшее: 

 

 

 

 

 

2. Делим делитель 192 на остаток 84: 

 

 

 

 

3. Новый делитель делим на полученный остаток: 

 

 

 

 

 

4. Снова делитель делим на остаток: 

 

В остатке получился нуль, значит процесс деления следует 

прекратить. Последний делитель (12) и будет наибольшим общим 
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делителем чисел 852 и 192. 

 

Ответ: НОД (852, 192) = 12 

 

Правило для нахождения НОД двух чисел способом последовательного 

деления. 

 

Теорема. Чтобы найти НОД двух чисел способом 

последовательного деления, надо большее из данных чисел разделить на 

меньшее, затем, меньшее - на первый остаток, первый остаток - на 

второй, второй - на третий и т. д. до тех пор, пока не получится в остатке 

0. Тогда последний делитель (иначе, последний не равный нулю остаток) 

будет наибольшим общим делителем данных чисел. 

 

Евклид применял свой алгоритм не только в арифметике, но и в 

геометрии для отыскания общей меры двух отрезков путем 

последовательного наложения.  

Основные свойства НОД 

Теорема 1. На всякое число, на которое делятся без остатка два 

данных числа, делится и их наибольший общий делитель. 

 

Пример.  НОД (3540; 450) = 30. Кроме того, данные числа 3540 и 450 

имеют общие делители 1. 2, 3, 5, 6, 10, 15. 

Очевидно, что на каждый из этих общих делителей делится без остатка 

НОД чисел 3540 и 450, т. е. число 30. 

 

Теорема 2. Всякое число, на которое делится без остатка 

наибольший общий делитель двух данных чисел, есть общий делитель 

этих чисел. 

 

Пример. НОД (3540; 450) = 30. Делителями 30 являются числа: 1. 2, 3, 

5, 6, 10, 15. Очевидно, что на каждое из этих чисел делятся 3540 и 450. 

 

Теорема 3. Если каждое из двух данных чисел a и b умножить на 

какое-либо натуральное число m, то и наибольший общий делитель 

данных чисел умножится на то же число m. 

 

Пример. НОД (558; 540) = 18. Умножив каждое из данных чисел на 2, 

будем иметь: НОД ( 2540;2558  ) = 36. 

 

Теорема 4. Если каждое из двух данных чисел a и b разделить на 

один из общих делителей этих чисел, то и их наибольший общий 

делитель разделится на это число. 

Пример. НОД (864; 192) = 96. Разделив каждое из данных чисел 864 и 

192 на один из их общих делителей, например на 32, получим: 



 11 

3)6;27(
32

192
;

32

864
==








НОДНОД . 

Следовательно, НОД данных чисел уменьшится в 32 раза. 

 

Следствие. На основании последней теоремы при нахождении НОД 

можно сделать упрощения в тех случаях, когда сразу видны общие делители 

данных чисел. В этом случае данные числа следует разделить на общий 

делитель и найти НОД полученных частных, затем найденный НОД частных 

следует умножить на то число, на которое вначале разделили данные числа. 

Полученное произведение и будет НОД данных чисел. 

 

Пример. Пусть требуется найти НОД чисел 7200 и 8400. Сначала 

разделим данные числа на 100, от этого НОД чисел 7200 и 8400 уменьшится 

в 100 раз. Потом найдем НОД частных 72 и 84, который будет равен 12. 

Наконец, 12 умножим на 100, получим 1200. Значит НОД (7200; 8400) = 

1200. 

 

Теорема о частных, полученных от деления данных чисел на их 

НОД 

 

Если данные числа разделить на их НОД, то полученные частные 

будут числа взаимно простые. 

 

Если НОД (a; b; c; …; l) = m, тогда 1...;;;; =








m

l

m

c

m

b

m

a
НОД . 

Пример.  НОД (108; 60) = 12. 1)5;9(;512:60;912:108 === НОД . 

Следовательно, 9 и 5 числа взаимно простые числа. 

 

Теорема о делимости произведения двух чисел на число, взаимно 

простое с одним из сомножителей. 

 

Если произведение двух сомножителей делится без остатка на 

какое-либо число, взаимно простое с одним из сомножителей, то другой 

сомножитель делится на это число. 

 

Если ab = p; p делится на c, НОД (a; c) = 1, тогда b делится на c. 

 

Пример. 630907 = . Произведение двух сомножителей делится на 15; 

один из сомножителей - 7 - взаимно простое с 15, НОД (7; 15) = 1. 

Следовательно, по теореме, второй сомножитель должен делиться на 15. 

Действительно, 90 : 15 = 6. 
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Применение теории делимости к решению неопределенных 

уравнений в целых числах 

 

Определение. Неопределенные уравнения - уравнения, содержащие 

более одного неизвестного.   

 

Под одним решением неопределенного уравнения понимается 

совокупность значений неизвестных, которая обращает данное уравнение в 

верное равенство. 

 

Пример 1. Решить в целых числах уравнение pyxx =− 335 , где y и p - 

простые числа. 

 

Решение 

 

Преобразуем уравнение pyxx =− 353 )1( . Если имеются целые 

решения этого уравнения, тогда py 3  делится на 3x , так как НОД (x3, x2 - 1) = 

1, но y3 и p являются взаимно простыми числами, т. е. 1),( 3 =pyНОД , значит, 

p не делится на x3, следовательно, y3 делится на x3, что возможно, если x = y, 

т. е. x - простое число. Тогда pxxpx =+−=− )1)(1(,12 , что возможно, если 

pxx =+=− 1,11 , т. е. x = 2, y = 2, p = 3. 

 

Ответ: x = 2, y = 2, p = 3. 

 

Пример 2. Найти целые решения уравнения yxxy += . 

 

Решение 

 

Преобразуем уравнение 1)1()1(,11)1(,0 =−−−=+−−=−− yyxyyxyxxy , 

1)1)(1( =−− yx . Произведение целых чисел будет равно 1 в двух случаях, 

когда каждый из сомножителей равен 1, и когда каждый из сомножителей 

равен -1. 

Получим совокупность двух систем уравнений:   

 

(1) 




=−

=−

11

,11

y

x
  и  (2) 





−=−

−=−

.11

,11

y

x
 

 

Решим каждую систему уравнений:  (1) 




=

=

,2

,2

1

1

y

x
  (2) 





=

=

.0

,0

2

2

y

x
 

Ответ: 




=

=

,2

,2

1

1

y

x
 




=

=

.0

,0

2

2

y

x
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Пример 3. Найти все целые решения уравнения: xyyxp =+ )( , где p - 

простое число. 

Решение 

Преобразуем уравнение:  

,,0,0 22 pppypxxypypxxyxypypx =+−−=−−=−+  

,)()(,)()(,)()( 2222 pxpyxppppxyxppppyxypxp =−−−=−+−=−+−  
2))(( pypxp =−− . 

Произведение двух множителей равно целому числу 2p . Очевидно, что 

каждый из множителей должен быть числом целым, следовательно, получим 

системы уравнений, которые представляют всевозможные случаи, когда 

множители целые и их произведение равно 2p , 

 (1) 




=−

=−

,

,1
2pyp

xp
   (2)  





=−

=−

,1

,2

yp

pxp
   (3)  





=−

=−

,

,

pyp

pxp
   (4)  





−=−

−=−

.

,

pyp

pxp
 

 

В результате решения систем, получаем: 

 (1) 




−=

−=

,

,1
2

1

1

ppy

px
  (2)  





−=

−=

,1

,

2

2

2

py

ppx
  (3)  





=

=

,0

,0

3

3

y

x
     (4)  





=

=

.2

,2

4

4

py

px
 

 

Ответ: 




−=

−=

,

,1
2

1

1

ppy

px
 




−=

−=

,1

,

2

2

2

py

ppx
 




=

=

,0

,0

3

3

y

x
 




=

=

.2

,2

4

4

py

px
 

 

Пример 4. Найти все целые решения уравнения: 353 −=−+ yxxy . 

 

Решение 

 

Преобразуем уравнение: ,18)3(5)3(,1531553 −=+−+−−=−−+ yyxyxxy  

18)3)(5(,18)5)(3( =+−−=−+ yxxy . 

Произведение двух целых сомножителей равно 18. Чтобы выяснить, 

каким числам могут быть равны эти сомножители, найдем все делители 

числа 18: 

18  имеет делители: 1, 2, 3, 6, 9, 18. Если первый множитель равен 

первому из делителей 18, тогда второй множитель будет равен последнему - 

получим шесть пар решений:  

 (1)  




=+

=−

183

,15

y

x
  (2)  





=+

=−

,93

,25

y

x
  (3)  





=+

=−

,63

,35

y

x
 

(4)  




=+

=−

,33

,65

y

x
   (5)  





=+

=−

,23

,95

y

x
   (6)  





=+

=−

.13

,185

y

x
 

 (1) 




=

=

,15

,4

y

x
  (2) 





=

=

,6

,3

y

x
  (3) 





=

=

,3

,2

y

x
  (4) 





=

−=

,0

,1

y

x
  (5) 





−=

−=

,1

,4

y

x
  (6) 





−=

−=

.2

,13

y

x
 

 

Ответ: 




=

=

,15

,4

y

x
 




=

=

,6

,3

y

x
 




=

=

,3

,2

y

x
 




=

−=

,0

,1

y

x
 




−=

−=

,1

,4

y

x
 




−=

−=

.2

,13

y

x
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Пример 5. Найти натуральные значения корней уравнения 

16954 22 =+− yxyx . 

 

Решение 

 

Преобразуем уравнение: 2222222 13)2(,1344 =+−=++− yyxyyxyx . 

Отсюда получаем четыре системы уравнений: 

 (1) 




=

=−

,13

,0)2(
22

2

y

yx
 (2) 





=

=−

,0

,13)2(
2

22

y

yx
 (3) 





=

=−

,5

,12)2(
22

22

y

yx
 (4) 





=

=−

.12

,5)2(
22

22

y

yx
 

Поскольку x и y - натуральные числа, находим: 





=

=

,13

,26

1

1

y

x
 




=

=

,5

,22

2

2

y

x
  




=

=

.12

,29

3

3

y

x
 

 

Ответ: 




=

=

,13

,26

1

1

y

x
 




=

=

,5

,22

2

2

y

x
  




=

=

.12

,29

3

3

y

x
 

 

Уравнения вида ax + by = c, где a, b, c - целые числа, отличные от 

нуля 

 

Теорема 1. Если НОД (a; b) = d, то существуют такие целые числа x 

и y, что  имеет место равенство dybxa =+ . 

(Это равенство называется линейной комбинацией или линейным 

представлением наибольшего общего делителя двух чисел через сами эти 

числа.)  

 

Пример. Найти линейное представление наибольшего общего делителя 

чисел 1232 и 1672. 

 

Решение 

 

1) Применим алгоритм Евклида и найдем НОД(1232, 1672): 

 

 

 

 

 

НОД(1232, 1672) = 88. 

2) Выразим 88 последовательно через неполные частные и остатки, 

используя полученные равенства, начиная с конца: 
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=−−=−=−−=−= 112323)112321672(112323440)24401232(440135244088

 

4123231672 −= , т. е. )4(12323167288 −+= . 

 

Теорема 2. Если в уравнении ax + by = l (a, b) = 1, то уравнение имеет 

по крайней мере одно целое решение. 

 

Справедливость этой теоремы следует из теоремы 1. Таким образом, 

чтобы найти одно целое решение уравнения ах + by = 1, если (а, b) = 1, 

достаточно представить число 1 в виде линейной комбинации чисел а и b. 

 

Пример. Найти целое решение уравнения 15x + 37y = 1. 

 

Решение 

1) Применим алгоритм Евклида и найдем НОД(15, 37): 

 

 

 

 

 

НОД(15, 37) = 1 

2) Выразим 1 последовательно через неполные частные и остатки, 

используя полученные равенства, начиная с конца: 

)2(37515415237152)21537(1527151 −+=+−=−−=−= , т. е. 

x0 = 5, y0 = -2. 

 

Теорема 3. Если в уравнении ах + by = с (а, b) = d > 1 и с не делится на 

d, то уравнение целых решений не имеет. 

 

Для доказательства теоремы достаточно предположить противное. 

 

Пример. Найти целое решение уравнения 16x - 34y =  7. 

 

Решение 

 

(16, 34) = 2, 7 не делится на 2, уравнение целых решений не имеет. 

 

Теорема 4. Если в уравнении ах + by = с (a, b) = d > 1 и c делится на d, 

то оно равносильно уравнению а1х + b1у = c1, в котором (a1, b1) = 1. 

 

При доказательстве теоремы следует показать, что произвольное целое 

решение первого уравнения является также решением второго уравнения и 

обратно. 
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Теорема 5. Если в уравнении ах + by = с (а, b) = 1, то все целые 

решения этого уравнения заключены в формулах:  

,

,

0

0

atcyy

btcxx

−=

+=
 

где x0, y0 - целое решение уравнения ах + by = 1, t - любое целое число. 

 

 

При доказательстве теоремы следует показать, во-первых, что 

приведенные формулы действительно дают решения данного уравнения и, 

во-вторых, что произвольное целое решение этого уравнения заключено в 

приведенных формулах. 

 

Приведенные теоремы позволяют установить следующее правило 

решения в целых числах уравнения ах + by = с, где (а, b) = 1: 

 

1) находится целое решение уравнения ах + by = 1 путем представления 

1 как линейной комбинации чисел а и b (существуют и другие способы 

отыскания целых решений этого уравнения, например при использовании 

цепных дробей); 

 

2) составляется общая формула целых решений данного уравнения:  

,

,

0

0

atcyy

btcxx

−=

+=
 

где x0, y0 - целое решение уравнения ах + by = 1, t—любое целое число. 

 

Придавая t определенные целые значения, можно получить частные 

решения данного уравнения: наименьшие по абсолютной величине, 

наименьшие положительные (если можно) и т. д. 

 

 

Пример 1. Найти целые решения уравнения 407х - 2816у = 33. 

 

Решение 

 

1) Упрощаем данное уравнение, приводя его к виду 37х - 256у = 3. 

2) Решаем уравнение 37x - 256y = 1. 

 

 

 

 

 
=−−=−=−−=−= 113712)637256(1137123411)13437(34113341  

)12(256)83(37833712256 −−−=−= . 

12,83 00 −=−= yx . 
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3) Найдем решения данного уравнения по формулам: 
,

,

0

0

atcyy

btcxx

−=

+=
 

,37312

,256383

ty

tx

−−=

−−=
 

.,3736

,256249

Ztty

tx

−−=

−−=
 

 

Ответ: 
.,3736

,256249

Ztty

tx

−−=

−−=
 

 

Пример 2. Найти наибольшее трехзначное число, которое при делении 

на 17 дает остаток 9, а при делении на 22 дает остаток 4. 

 

Решение 

 

Пусть частное от деления трехзначного числа на 17 равно x, тогда 

искомое число равно: 17x + 9, причем 605  x . Так как при 5=x  получаем 

двузначное число, а при x = 6 - уже трехзначное; при x = 60 получим 

четырехзначное число, а при x = 59 будет число трехзначное. 

Пусть частное от деления трехзначного числа на 22 равно y, тогда 

искомое число равно: 22y + 4, причем 464  y . Этот промежуток 

устанавливаем аналогично промежутку для значений x. 

 

По условию: 17x + 9 = 22y + 4, 22y - 17x = 5 - это неопределенное 

уравнение.  

 

1) Решим уравнение:  -17x + 22y = 1. 

 

,179227172)1722(717257561725

)3517(252251;1225,23517,511722

−=−−=−=+−=

=−−=−=+=+=+=
      

значит, .9,7 00 == xy  

 

2) Общий вид всех целых решений данного уравнения: 

 

Ztcbaгдеtacyytbcxx ==−=−=+= ,5,22,17,, 00 . 

Ztгдеtytx +=+= ,1757,2259 . 

 

Положим 0=t , тогда 35,45 == yx , если t = 1, тогда x = 67, y = 52 - эти 

значения уже выходят за пределы промежутков 605  x  и 464  y . 

Поскольку требуется найти наибольшее трехзначное число, то 

удовлетворять условию задачи будут значения 35,45 == yx . 

Искомое трехзначное число будет равно:  

77494517917 =+=+x  или 77443522422 =+=+y . 

 

Ответ: 774. 


